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Магниторезистивная память с произвольным доступом (MRAM) име-

ет значительные преимущества перед уже существующими типами памя-

ти. Исследование динамики вектора намагниченности свободного слоя 

MRAM в приближении Стонера – Вольфарта сводится к анализу нелиней-

ной динамической системы трех уравнений.  

Для упрощения нелинейной динамической системы трех уравнений 

изучено влияние вида функции токового члена Слончевского – Берже на 

динамику вектора намагниченности при переключении ячейки магниторе-

зистивной памяти с произвольным доступом. С этой целью проведено раз-

ложение токового члена в ряд Тейлора в окрестности особых точек дина-

мической системы. При этом в зависимости от числа учтенных членов 

разложения Тейлора получен набор динамических систем, которые изуча-

лись методами качественного анализа. Проанализированы относительные 

погрешности вычислений токового члена при разложении его в ряд Тей-

лора от нулевой до четвертой степени. Найдены особые точки системы 

уравнений, описывающих динамику намагниченности трехслойной струк-

туры Co/Cu/Co для различных токовых членов. Построены и проанализи-

рованы бифуркационные диаграммы динамической системы.  

При расчетах динамики вектора намагниченности вентильной струк-

туры, а также критических токов и полей переключений ячейки MRAM 

допустимо использовать разложение в ряд Тейлора токового члена Слон-

чевского – Берже до четвертой степени и выше. 
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The magnetic random-access memory has significant advantages over al-

ready existing memory types. The study of the magnetization-vector dynamics 

in the magnetic random-access memory (MRAM) using the Stoner – 

Wohlfahrth approximation is reduced to the analysis of a nonlinear dynamic 

system of three equations. 

For simplification, the influence of the functional form of the Slon- 

czewski – Berger current term on the dynamics of the magnetization vector 

when switching cell of the magnetic random-access memory has been studied. 

For this purpose the expansion of the current term into the Taylor series in the 

vicinity of singular points of the dynamical system has been carried out. Thus, 

depending on the number of recorded terms of the Taylor expansion, a set of 

dynamical systems has been obtained, which has been studied with use of the 

qualitative analysis methods. The analysis of relative errors of calculations has 

been performed. The current term has been expanded into a Taylor series from 

zero up to the fourth degree. The singular points of the set of equations describ-

ing the magnetization dynamics in a three–layer structure Co/Cu/Co for differ-

ent approximations of the current term, have been found. The bifurcation dia-

grams of the dynamic system have been built and analyzed. 

It is shown that the calculations of the dynamics of the magnetization vec-

tor of the valve structure, as well as critical currents and field of the MRAM 

cells, permit to use the decomposition into the Taylor series of the 

Slonczewski–Berger current term from the fourth power and higher. 
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Введение. Существующие на сегодняшний день типы памяти близки к пределам 

своих возможностей, поэтому ведется интенсивный поиск новых, в особенности уни-

версальных, видов памяти. Большой интерес у исследователей вызывает концепция 

магниторезистивной памяти с произвольным доступом (MRAM). MRAM не имеет 

свойства утечки заряда, которое ограничивает время хранения данных в других техно-

логиях, поэтому данные сохраняются более чем 20 лет после каждой операции переза-

писи. При этом операция перезаписи занимает всего несколько десятков наносекунд. 

МRAM имеет большое количество преимуществ перед уже существующими типами 

памяти, а именно: широкий температурный интервал (от – 40 до + 125 °С); абсолютная 

энергонезависимость; неограниченное количество циклов перезаписи; высочайшая на-

дежность; высокая радиационная стойкость. MRAM может выполнять функции внут-
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рисхемно-программируемой памяти, быстрого буфера данных и энергонезависимого 

хранилища данных, что дает возможность решить одну из главных задач наноэлектро-

ники – создание «универсальной памяти». 

Ячейка MRAM состоит из КМОП-транзистора и магнитного элемента, представ-

ляющего собой два спиновых вентиля с общим свободным слоем. Спиновый вентиль – 

это трехслойная структура, состоящая из двух слоев ферромагнитного материала и не-

магнитной прослойки между ними. Теоретическая модель работы вентиля описана в [1]. 

Теоретическому анализу эффекта переключения трехслойной структуры посвящен ряд 

работ [2–7]. В работах [6, 7] данный эффект описан на основе линейной модели.  

В работах [8–10] построена модель спинового вентиля, управляемого спин-

поляризованным током J и внешним магнитным полем H, учитывающая нелинейный 

характер динамики его переключения. Получена нелинейная динамическая система 

обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая работу вентиля, и прове-

ден бифуркационный анализ динамической системы. При этом плоскость управляющих 

параметров системы h–j разбита на области топологически эквивалентных фазовых 

портретов динамической системы (здесь h и j – нормированные значения внешнего 

магнитного поля и спин-поляризованного тока). Топологическая эквивалентность фа-

зовых портретов означает, что в этих областях число и характер особых точек совпада-

ет, а характер динамики переключений вектора намагниченности качественно не изме-

няется. Изменение этих характеристик происходит только при пересечении границы 

области, что соответствует бифуркации фазового портрета динамической системы. 

Также в работах [8–10] построены бифуркационные диаграммы динамической системы 

для кобальтовой трехслойной структуры с продольной анизотропией. 

Настоящая работа посвящена исследованию влияния вида функции токового члена 

Слончевского – Берже на качественный характер бифуркационной диаграммы и, соот-

ветственно, на динамику вектора намагниченности при переключении ячейки MRAM. 

Проведенное исследование направлено на упрощение анализа диаграммы системы с 

использованием различных приближений токового члена Слончевского – Берже и на 

определение точности таких приближений. 

Модели описания работы спинового вентиля. Объектом исследования является 

трехслойная структура Co/Cu/Co, состоящая из двух слоев ферромагнитного материала 

(кобальта) толщиной 10 нм и медной немагнитной прослойки толщиной 5 нм. Поперечное 

сечение структуры представляет собой квадрат со стороной 100 нм, одна из сторон которо-

го параллельна оси легкого намагничивания ферромагнитных слоев. Намагниченность 

нижнего (толстого) слоя фиксирована, ее направление совпадает с осью анизотропии. 

Перпендикулярно плоскости слоев пропускается ток, плотность которого J  находится в 

диапазоне 0– 14 210 А/м . Рассматриваются как положительные, так и отрицательные значе-

ния внешнего магнитного поля Н, направленного вдоль оси анизотропии. Отметим, что из 

физических соображений имеется ряд ограничений на предельные величины плотности 

тока инжекции и внешнего магнитного поля, связанные с электромиграцией и нагревом 

образца, однако в настоящих расчетах они не учитывались. 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая работу спи-

нового вентиля, в координатной записи имеет вид [8–10]: 
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где 2 2

x x zL hm km m   ; , ,x y zm m m  – координаты вектора намагниченности свободного 

слоя спинового вентиля;  – коэффициент диссипации; k – нормированный коэффици-

ент анизотропии; ( )xG m  – токовый член в форме Слончевского – Берже, который явля-

ется скалярной безразмерной функцией. Основные нормировки равны:  
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где t – время; 0  – магнитная постоянная;   – гиромагнитное отношение; d  – толщина 

свободного слоя; e  – элементарный электрический заряд; h  – постоянная Планка;  

аK  – константа анизотропии. 

Скалярная безразмерная функция ( )xG m  согласно [8] имеет следующий вид:  
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Функция ( )xG m  может быть представлена в виде конечного отрезка ряда Тейлора 

по степеням xm , так как 1xm  .  

Проведено сопоставление математических моделей кобальтовой ячейки MRAM  

c различными приближениями разло-

жения в ряд Тейлора токового члена в 

форме Слончевского – Берже. В табл.1 

представлена иерархия разложений 

( )i xG m  в ряд Тейлора токового члена 

Слончевского – Берже по степеням xm  

от нулевой до четвертой степени,  

где i – степень разложения в ряд Тей-

лора. В первой строке табл.1 приведена 

линеаризованная форма токового члена 

Слончевского – Берже, полученная  

в [6, 7]. 
В табл.2 приведены относительные 

погрешности, возникающие при вычис-

лении значений функции ),( xi mG  разло-

женной в ряд Тейлора от четвертой до 

нулевой степени ,xm  и при различных 

Таблица 1  

Разложение токового члена Слончевского –  

Берже в ряд Тейлора по степеням mx 
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значениях .xm  Значения погрешностей менее 10 % выделены серым цветом. Отметим, что 

при разложении ( )xG m  до четных и нулевой степеней xm  значения погрешностей при от-

рицательных xm  значительно больше, чем при положительных .xm  Это обусловлено тем, 

что в последнем члене данных выражений не учитывается знак .xm  

Важной характеристикой динамической системы дифференциальных уравнений, 

определяющей динамику переменных, являются их особые точки (положения равнове-

сия системы). В данной магнитной структуре при любых токах и полях существуют 

особые точки 1,2( 1,0,0)T  . Переключение спинового вентиля происходит при измене-

нии ориентации вектора намагниченности свободного слоя из положения равновесия, 

соответствующего особой точке 1( 1,0,0)T  , в положение равновесия, соответствующее 

особой точке 2( 1,0,0)T  . 

Чтобы найти другие положения равновесия системы (1), следует приравнять нулю 

ее правые части. Полученная полиномиальная система из трех уравнений относительно 

неизвестных , ,x y zm m m  сведена к одному уравнению вида ( ) 0,xW m   где функция 

( )xW m  – это многочлен, зависящий только от xm . Вид этих многочленов для исходной 

функции ( )xG m  и ее первых тейлоровских приближений ( )i xG m  приведен в табл.3. Как 

можно заметить, при разложении токового члена Слончевского – Берже в ряд Тейлора 

до степеней xm  выше первой ( 1i  ) многочлен ( )xW m  имеет более сложную форму, 

чем для члена Слончевского – Берже в первоначальной форме ( )xG m . 

В табл.4 приведены выражения для определения устойчивости особой точки 

1( 1,0,0)T   для различных ( )xG m . На плоскости параметров h–j эти выражения опреде-

ляют прямые линии, ниже которых переключение спинового вентиля невозможно. 

Выше этих линий точка равновесия 1( 1,0,0)T   теряет устойчивость, что при малых от-

клонениях намагниченности от равновесного положения приводит к возбуждению ди-

намических процессов в свободном слое вентиля. Формула зависимости порогового то-

ка )(hj  для токового члена Слончевского – Берже в его исходном виде ( )xG m   

(см. первую строку табл.4) получена в работах [8–10]. Выражение для порогового тока 

0 ( )j h  для линеаризованного члена Слончевского – Берже 0( )xG m  (см. вторую строку 

табл.4) выведено в работах [6, 7]. Таким образом, полученная линейная модель совпа-

дает с линейной моделью, описанной в [6, 7]. 

Таблица 2  

Относительные погрешности (в %) расчета токового члена в форме Слончевского – 

Берже Gi(mx) при разложении его в ряд Тейлора и различных значениях mx 

)( xi mG
 

mx 

–1 –0,75 –0,5 –0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 

0( )xG m  153,03 83,02 43,35 17,81 0 13,13 23,22 31,21 37,69 

1( )xG m  57,67 25,91 10,07 2,34 0 2,34 10,07 25,91 57,67 

2 ( )xG m  28,41 10,29 2,84 0,35 0 0,34 2,69 8,54 18,11 

3( )xG m  15,45 4,42 0,84 0,05 0 0,05 0,84 4,42 15,45 

4 ( )xG m  0,09 0,02 0,003 0 0 0 0 0,03 0,08 
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Таблица 3 

Выражения W(mx) для расчета особых точек системы (1) при разложении токового члена 

в форме Слончевского – Берже G(mx) в ряд Тейлора 
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Таблица 4 

Выражения для определения устойчивости особой точки T1(+1,0,0)  

системы (1) для различных токовых членов 

( )i xG m  Устойчивость 1( 1,0,0)T   

( )xG m  
( 1) ( 1)(2 1)

( )
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a b a b k
j h h
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На рисунке изображены бифуркационные диаграммы рождения/исчезновения до-
полнительных особых точек динамических систем с разными видами токового члена, 
построенные численно в программном пакете MathLab. Значение внешнего магнитного 
поля h изменяли от –2 до 2 с шагом 0,0125. Значения плотности тока инжекции j взяты 

в интервале от 0 до 7 для случая, когда 









b

m

b

c
mG x

x 1)(1 , и в интервале от 0 до 5  

с шагом 0,02 для всех остальных случаев. На рисунки наложены контуры бифуркаци-

онной диаграммы и критическая линия устойчивости особой точки 1( 1,0,0)T  (см. 

табл.4), рассчитанные в работах [8–10] для токового члена в первоначальной форме 
Слончевского – Берже.  
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В области I (см. рисунок) нет ни одной дополнительной особой точки. Для каждой 
точки двух полуэллиптических областей II и III существуют две аксиально симметрич-
ные особые точки. Между ними имеется область IV, для каждой точки которой сущест-

вуют по четыре попарно аксиально симметричные особые точки. Буквами iA  и iC обо-

значены вершины полуэллиптических областей II и III, буквами iB  и iD  – вершины 

области IV, координаты которых представлены в табл.5. 
 
 

Таблица 5 

Координаты вершин полуэллипсов и области IV (см. рисунок) 

 

( )i xG m  
iA  iB  iC  iD  

h j h j h j h j 

0( )xG m  –0,94 3,225 –0,86 3,225 0,94 1,05 1,06 1 

1( )xG m  –0,92 4,525 –0,64 3,725 0,94 1,1 1,075 1,1 

2 ( )xG m  –0,94 3,225 –0,76 3,25 0,92 1,225 1 1,225 

3( )xG m  –0,9 6,195 –0,56 4,235 0,94 1,54 1,5 0,95 

4 ( )xG m  –0,96 2,45 –0,88 2,45 0,88 2,45 2,45 0,96 

( )xG m
 

–0,96 3,925 –0,76 3,725 0,94 0,95 0,9 1,12 

 
Сравнивая рисунок и данные табл.5, отметим, что качественный характер бифурка-

ционных диаграмм при разложении токового члена в ряд Тейлора не изменяется, но 
вершины полуэллиптических областей находятся в разных точках. Однако бифуркаци-

онные диаграммы для токовых членов 3( )xG m  (рисунок, г) и 4 ( )xG m  (рисунок, д) хо-

рошо соотносятся с бифуркационной диаграммой, построенной для первоначальной 

формы токового члена ( )xG m . Бифуркационная диаграмма при 2 ( )xG m  существенно 

отличается от остальных (рисунок, в) – верхняя точка области IV выше вершины левого 
полуэллипса II (см. табл.5). Это обусловлено тем, что в данной области оба значения 

xm  очень близки к единице, а как видно из табл.2, погрешность вычисления токового 

члена составляет более 18 %.  

Отметим также, что при линеаризованном токовом члене Слончевского – Берже 

0( )xG m  полуэллиптические области абсолютно одинаковы и диаграмма симметрична от-

носительно оси j (рисунок, а). Это объясняется тем, что в верхней области правого полу-

эллипса данной бифуркационной диаграммы xm  принимает значения менее 75,0 , при 

которых погрешность вычисления ( )xG m  может достигать более 100 % (см. табл.2). 

Заключение. Результаты проведенного бифуркационного анализа динамиче-

ских систем, полученных для каждого отрезка ряда Тейлора разложения слагаемого 

Слончевского – Берже, показывают, что при разложении токового члена до четвер-

той степени и выше погрешности вычислений не превышают 0,1 %. Следует отме-

тить, что использование нечетных степеней является предпочтительней, так как в 

этом случае последнее слагаемое тейлоровского разложения учитывает знак коор-

динаты вектора намагниченности по оси OX. Установлено, что, несмотря на несов-

падение аналитических выражений для исходных и приближенных правых частей 
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канонической динамической системы, описывающей динамику вектора намагничен-

ности, количество точек равновесия и качественный характер бифуркационных диа-

грамм в целом не изменяется.  

Таким образом, в расчетах критических токов и полей переключений ячейки MRAM 

допустимо использовать разложение в ряд Тейлора токового члена Слончевского – Берже, 

что позволяет сводить теоретические исследования трехслойных вентильных структур к 

анализу динамических систем с полиномиальными правыми частями.  

Автор благодарит сотрудников кафедры ВМ-1 МИЭТ за полезное и доброжела-

тельное обсуждение задачи и профессора А.И. Попова за внимательное прочтение ру-

кописи и ценные замечания. 
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